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アジアン・オプション価格評価のためのガンマ分布計算方法
和 田 良 介
1.は じ め に
アジアン ・オプションの価格評価 を行 うための逆ガンマ ・モデルがMilevs-
kyとPosner(1998)により提案 されている。 この逆ガンマ ・モデルの評価式
はガンマ分布関数を利用す る。実際の応用では,推 定されたガンマ分布のパ ラ
メター値が大 きすぎて,表 計算ソフ トExcelでは計算で きないケースが頻発 し
て しまう。本論文の目的はこの問題を回避する計算方法 を導出することである。
具体的には,計算可能なだけ低いパラメター値を用いて目的の値 を求める迂回
的な計算方法や簡単な近似法を示すことである。 この近似法は実際のオプショ
ン価格評価の目的のためには十分な精度を持っている。本論文が導 く計算方法
あるいは近似法の実証分析上の意義は,十 数行のプログラミングを併用するこ
とやあるいは,よ り簡単に近似法を用いることで,逆 ガンマモデルの評価式 も
ブラック ・ショールズ式 と同じように簡便にExcelで利用可能 となることであ
る。
本論文の構成は,ま ず逆ガンマモデルの概略を述べた後,(1)あるパ ラメター
値を持つガンマ分布の値が,異 なるパラメター値のガンマ分布密度関数の無限
関数列の和 として表現可能であることを示 し,(2)Exelでは直接計算は不可能
であるような高いパ ラメター値の場合でも,対数値を分割計算する方法と(1)の
手法を共に用いることにより,ガ ンマ分布の値が計算可能となる方法を示す。
更に(3)低いパラメター値のガンマ分布関数を直接用いた場合の近似誤差を決め
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る計算式 を導き,こ の近似法が実証分析例で価格付 けの目的のためには十分精
度が良いことを示す。
アジアン ・オプションとは,原 資産価格の平均値 と権利行使価格の差額が満
期価値を決めるようなオプションである。原資産価格が幾何ブラウン運動に従
うものと仮定す ると,あ る特定時点の価格は対数正規分布に従 う。アジアン ・
オプションが対象 とする原資産価格の算術平均は対数正規分布の算術平均 とな
る。対数正規分布の算術平均の確率分布は不明である。そのため,ア ジアン ・
オプションの価格評価は,長 時間を要するモ ンテカルロ ・オペ レーションを行
なうかあるいは解析解をもつ近似法を利用することになる。1999年4月時点で,
主要誌に掲載された最新のアジァン ・オプシ ョン解析近似モデルはMilevsky
とPosner(1998)の逆ガンマ ・モデルである。MilevskyとPosner(1998)は
まず,対 数正規分布の和が観測時点数 と観測期間が長 くなるにつれて逆ガンマ
分布に収束することを示 し,次に無限大の期間について得 られた結果を有限期
間の算術平均値の近似に用いてアジアン・オプションの価格評価式を導いてい
る。
確率変数Zの 逆数がガ ンマ分布 に従 う時,Zは 逆ガンマ分布 に従 うと呼ぶ。
Zの逆数をXと すると,逆 ガンマ分布のZと ガンマ分布のXで はPr(Z<z)
-P・(X>t)一 ・-P・(X<})が 成 り立 つ.こ れ を利肌 て,逆 ガ ンマ ・
モデルのオプション評価式は逆ガンマ分布の代わ りにガンマ分布を用いてい
る。実証分析 にあたっては,ガ ンマ分布の2つ のパ ラメーター αとβは原資
産価格のデータか ら推定される。実証分析例には日経平均株価指数の65日の算
術平均 を対象 とした白木 他(1999)がある。表1.に 示すように αの推定値
は300程度か ら1,600程になっている。この大 きなばらつ きは,日 経平均65日間
算術平均が従う確率過程が様々なパラメター値で もほぼ同じように表現され う
る可能性を示唆するものである。実際,低 く修正されたパ ラメター値を用いて
も,価格評価のためにはさしつかえない程度の誤差に収 まりうることを本論文
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では示す。
2.1ガ ンマ分布パラメターの代替値
確較 数Zの騰X≡ ÷ がガンマ分布に従う時,Zは逆ガンマ分布に従う
と呼ぶ。Xのガンマ分布密度関数がx>0に対 し,次式で与えられるものとする。
9(κ1α,β)=
鯉 ・xp(一κβ)
r(α)
(1)
た だ し,α>o,β>o,r(α)は ガ ンマ関数 であ り,r(α)=(α一1)r(α一
1)が成 り立つ。逆 ガ ンマ分布 の原点 の回 りの1次 と2次 のモー メン トは次 の よ
うに決 まる。
M,-E[÷]一β(ナ1)
M・・E[(÷)2]-B2(
α一11(α一2)(2)
逆ガンマモデルのオプション評価式は,逆 ガンマ分布の代わりにガンマ分布を
用いている。このガンマ分布のパラメター αとβの推定値は,α>2と仮定して,
妬,碗 か ら求める。
2M,-Ml
α=
%一 昭
(3)
%一 昭β=
M2Ml
Excelでは αの値が470あた りを超えるとガンマ分布の計算がで きな くなって
しまう。本論文はこの問題 を計算可能な αの代替値 を利用することによって
回避する方法を導く。代替値は,逆ガンマ分布関数の中で期待値が同じであるが,
分散が少 し大 きくかつExcelで直接計算が可能になるだけ α値の小 さいもの
から選ぶ。これは福 の値 を一定にしたまま,磁 を少 し大 きな値に変化 させて,
(3)式融 で+分 小さい鰭 値を決める操作に等しい.c一 意,と し塒,
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o=β 。(α。-1)=β(α 一1) (4)
を満 たす よ うな α と βの値 の うち,Excelで直接 計算 可能 となるだ け小 さい
αの値 とそ れ に応 じた βの値 を代替値 とす るので あ る。 この代 替値 を α1,β1
と表 わす。 α。,β。は本 来の推定値 。
ガ ンマ分布 密 度関数(1)式の形状 はx=β(α 一1)=cの 時,最 大 値 を とるユ
ニ ・モ ダルで ある。(4)式を満たす ガ ンマ密度 関数はいず れ も,x=cで 最大 で
あ る。期待 値 は βα=c+β,分 散 は β2α=β(c+β)で あ る。(4)式を保 った
まま αが小 さ くなる につ れて,期 待値 と分 散が 増 えてゆ く。 以下 で は αの値
を α。,あるい は α1とした時,β の値 はそれぞ れ対応 した もの と して,β の表
記 を省略 する。g(xlCtri)=g(xlcri,β),ただ しi=o,1。
2.2ガ ンマ分布の密度関数列の和 による表示
ガンマ分布関数の値は同 じβ値で1つ つ増加する α値 をもつ密度関数の無
限関数列の和 として表現可能である。
G(slcri)=β19(slα1)
{(÷)午+…+(÷)々
々
(α1-1)
(α1+k-1)…(α1+1)α、
+…}
(5)
(5)式の証明 ガンマ分布密度関数を微分すると次式を得る。
9-(xlα1+1)一云 脚 一9(・lai+・)} (6)
た だ し,β,の 表記 は省 略 され てお り,g(κ1α1+k)=g(xlαi+k,β,),kニ
1,2,…。(6)の両辺 を[O,s]の範 囲 で積 分す る と,G(slαi)=G(slcri+1)+βi9
(slcr,+1)を得 る。この漸化 式 をC(slα1+1)以降に適用 して繰 り返 し代入す る。
G(slcr,)=βi9(slα1+1)+βi9(slcr,+2)+…+G(slcr+k)ここで,xの 値 を
x=sと 一 定 に した ま まkの 値 が無 限大 に向か うと,g(s[cr1+k)は0に近づ い
て行 く。何 故 な らばg(slαi+k)の式 のなか で,α の値 の増 加 に よ り変 化す る
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蔀分である(膏)cv'+kr(法+k)についてみるい 〉鵬 るような全て
のn'につい て(sβ
1)α1}"<1となるNが 存 在す るか らで ある・9(xlcr1+k)1ま
O≦x≦sであ るよ うな どの ようなxで も0に収束す る。 ゆえに,G(slcrtk)は
kが無 限大 に向 か うにつれ て0に収 束す る。
G(slcr,〉=β1{9(slα1+1)+9(slα1+2>+…+9(slαi+k)+…}(7)
g(slα1+k)はg(slαi)で表現可能 であ る。
'9器 詳) -lg・-ksk
(cr,+k-、)(法+k-2)_cr1
であ り,さ らに(4)式を代入すると,
9(・1α1+k)一(÷)々(醐1寒詳 』) .1.砧9(・lai)(8)
これ を(7)式のk・1,2… に用 いる と,(5)式を得 る。証 明終 り。
2.3ガ ンマ分 布関数 の分 割計算 法
g(xlα。)が直接計 算で きない場合 で もg(κ1α。)=g(劣1α、)exp(L(x))と置い て
計算 を分割 す るこ とによ り,値 を求 め るこ とが可能 であ る。exp¢(x))は10g
値 よ り求 める。L(x)==IQg(g(κiα。〉)-10g(g(κ1α1)〉とす る。
L(x)=一αGlo9(β。)+α1109(β1)+(α、一 α1)logx
+(11β
1β 。)+1・9(畿1)(9)
五(x)は定数部分L,とxによって値の変わるL・に分けられる。(4)を利用 して次
のように書 き表す ことができる。
L=五1+L2
L,一 一(cr・-crl)1・9・+a・1・9(cr・一 ・)+cr,1・9(cr,-1)+1・9(諾i;)㈲
L・一(α・一 α1)(1・9X-f)
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L,は所与 の α。,α1に応 じた定 数 であ る。log(r(α。))が直接計算 で きない場
合 で もlog(r(α。))=10g(α。-1)+log(α。-2)+…+10g(α。-k)+log(r
(α。-k))と十分 に小 さい αまで分割 すれ ば計算 は可能 であ る。L2はx=cで
最大値 を取 り,exp(L,)は有 限な値 であ る。
9(xlcro)=9(xlαi)exp(L1十L,)(ll)
この ようにg(xicr。)を書 き換 える。 直接 計算 で きないg(xlcr。)も,分割 す る こ
とに よ り計算 可能 とな る。 しか しここでは,⑪ 式 はg(xlα。)を計 算す るため で
はな く,(6)式に相 当す る漸化式 を導 くのに役 立て る。 そ して漸化式 を用い て,
G倒 α。)を密 度関数 の無限関数列 の和 と して表わす。
G(κ1α。)=β。exp(L(s))9(∫1α1)
働
{α琵1(÷)+…+(cr。+k-(鋒≡1}鉱+1)cr。(÷)k+…}
働式の証明:⑳ 式を微分すると次式を得る。
6L
9(xlcr,+k)rxp(五ω))'=-BI-{・(k一1)9(xlcri+k-1)-r(1)9(xlcri+k)}
αo+kk =0,1,2… 。[0,s]の範 囲 で 両 辺 の 積 分 を と る とた だ し,r(k)≡ α
1+h'
次 の よ う な 漸 化 式 が 成 り 立 つ 。 こ こ で,ゐ ≡f8g(xlcr,+k>exp(L(x))dx;
k=0,1,2,… で あ る 。
み 一 鶏)ル1-。(1 -1)酬cr1+ん)・xp(L(・))
ゐ 一 。1皇1)ゐ一 。(1-1)β9(・lcr,+2)・xp(L(・))
ゐ 一 。響1)ゐ 一 。(1、)β9(・1cr,+・)・xp(L(・))
㈲
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上記の漸化式 を逐次代入すると,み をゐで表わすことができる。
炉 鶏)響 …i?Kcoi)・・一.(β1- )9(・岡 ・xp(L(s))
… 一
.(β1-1)「(詰譜)9(sl・・,+1)・xp(L(・))
み=∫lg(κ1α、+k)exp¢(x))dxの式 の中で,exp¢(x))は上 に有界 で
あ り,一 定 のx=sに 対 してg(slα1+k)はkが無 限大 に向 か うにつ れて0に
収 束す る。 そ のため,(7)の導 出の場合 と同 じ く,任 意の δ>0に 対 し,n>N
であ るな らば1,,<δで あ るようなNが 存在 して ゐ は0に 収束す る。 ゆえに上
記 の式 よ り,」。をg(slcr、+h)k=1,2,…の無 限 関数列 の和 と して表 現可 能
である。
J・一.(r(-1)kk-1)…r(0).(曇1)9(sla・+k)・xp(L(・))…
+
r(1)舗 一1)9(slcr,+2)・xp(L(・))
+7器)
.(§1)9(slcr,+1)・xp(L(・))(14)
一 方(8)式に よ りg(31α
、+h)はg(slcr,)で表 わ せ る 。
r(-1)k(α 。-1)k(α1+h-1)…α1
r(k-1)…(0)(α 一1)k(α。+k-1)… α。
であることに留意す ると・(14)・7i・」1・1)ag1項の .(蒜l!㌻(。)9(・國 の部分
はg(ε1α、)を用 い て 次 の よ う に 書 き換 え ら れ る 。
r(-1)k(α 。-1)k(α1+k-1)…α1
,(k-1)_。(。)9(・1α1+ん)=(α1-1)・(α。+ゐ一1)_α 。
@+た 一(α「1)'t1)…(α1+1)al(÷)た9(・lcr,)㈲
一((α 。-1)k
α。+k-1)…(α 。+1)a。(÷)々9(・1α1)
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㈲式 をω式 のk-・・2・… に代入 し・ また.(β1-1)一鴫 ≡1一 論 嘱
を利用すると次のようになる。
・lo=Bo・xp(L(・))9(slcrl){α濡1(÷)…
+((α 。-1)k
α。+k-1)…(α 。+1)、,e(÷)k+…}
J。をG(slα。)とすれ ば,⑫ を得 る。 証明終 り。
3.実 証分析における近似精度
⑫ 式 を利用 す る こ とによ り,G(xlcr。,β)は計算 で きる。 この方法 は逐 次計
算 の プログ ラミングが必要で ある。 もっ と簡 単 な方法 は小 さいパ ラメ ター値 の
G(xlcr,)で直接 近似 す るこ とであ る。 実証 分析 例 として 白木 他(1999)を用 い
る。 白木 他(1999)は日経平 均株価 指数 の65営業 日間の算術 平均 の アジア ン ・
オプ シ ョンに逆 ガ ンマ ・モデ ルを用 いて いる。期 間は1996/10/1から1997/
9/30であ る。 ガ ンマ分 布の αの推 定値 を求め てい る。サ ンプルサ イズ は261
であ り,表1に 数字 の内訳 を示す 。最大値2151.8,最小値293.9であ った。
近似誤差 をAEと 表わす。⑫式 と(5)式を用いると,AEは 次のように表わ
される。
AE=o(∫[α ・)-o(∫1α1)
-9(・lcr,)(÷){α竃1β ・xp(L(・))一α毒1μ}+…
+9(・lcr,)(÷)た
{((α 。一・1)ltα。+k-1)…(α。+ 偽禽 ・xp(五(・))一(cr1+ゐ一(言三1}と+、)偽 μ}
十 … (1⑤
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オプション評価時点までの算術平均実現値を権利行使価格 とする場合 を考え
る。 この時,逆 ガンマ ・モデルの評価式はガンマ分布関数のx=cに おける値
が必要となる。この点における値,G(clα。)をal=450のガンマ分布で代用 し
た場合の誤差を㈹式を用いて計算 した。450はExce1でガンマ分布が直接計算
可能な αの上限付近の値である。推定された α値が470以上のものについて450
の代替値で近似 した。その結果,該 当す る223個のサ ンプルの誤差 は最大
0.006813419,最小0.000390761,平均 は0.003948316であった。誤差の最大値
と最小値が起 こったのはα。=2151.8と479.3であって,そ れぞれ代替値の450
との開きが最大,最 小のケースであった。オプション取引の中心 となるのは,
評価時点の原資産価格の実現値 と権利行使価格が等 しいatthemoneyのも
である。この場合,逆ガンマ ・モデルの価格評価式に必要なガンマ分布の値は,
上記の計算例のようなx=cの 付近のものである。 α1=450のガンマ分布の代
用による簡単な近似計算 も十分に役立つ と考えられる。
表1.ガ ンマ分布パラメタ・-crの推定値
α01650以 上1650-14501450-12501250-10501050-850850-650650-450450未満
該 当 日数1746182034553832
デ ー タ:1996/10/1か ら1997/9/30ま で の 時 点 で,そ の 日 を 最 終 日 と す る 日経
平 均 株 価 指 数 の65営業 日分 の 合 計 よ り,MilevskyとPresner(1998)の方 法
に よ りαを推 定 。 サ ンプ ル サ イ ズ は261。
4.結 論
逆ガンマモデルの価格評価式はガンマ分布関数の値が必要である。推定され
たガンマ分布のパ ラメター値が大 きす ぎてExcelで直接計算できない場合で
も,本論文の働式 を経由すれば,Excelでも計算可能である。また計算可能な
パラメター値の分布関数で代用する近似計算法でもatthemoney近辺の場合
なら1パーセ ント未満の誤差でガンマ分布の値を得ることができる。このよう
な計算方法によらず ともMathmaticaならば直接計算で きる。 しか しなが ら,
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実用上 はExce1などで公式が使えるか どうかは肝心な点であって,ブ ラック ・
ショールズ式が実際の取引に盛んに利用 される理由の1つ は計算の簡便 さであ
る。表計算ソフ トでも取扱可能とする計算方法は,逆 ガンマモデルの利用促進
に役立つと考えられる。
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